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Résumé :  
Nous examinons la réflexion et la transmission d’ondes planes acoustiques incidentes sur un réseau 
bidimensionnel immergé, d’épaisseur finie suivant une des directions (les propriétés sont variables, par 
exemple, le diamètre des cylindres ou les coefficients de Lamé changent lorsque l’on passe d’une rangée à 
l’autre) et d’extension infinie suivant l’autre (les propriétés sont périodiques pour chaque rangée). Chacune 
des N rangées formant le réseau est assimilée à un plan infini. Nous utilisons la méthode de Fabry-Pérot pour 
déterminer les coefficients de réflexion et de transmission du réseau. Ensuite, nous étudions les résonances à 
l’aide de la méthode de la matrice de diffusion notée S et des termes de transition associés. 
Abstract : 
The reflection and transmission of plane acoustic waves by immersed 2D phononic crystals, composed a 
finite number of infinite periodic lattices of cylindrical tubes, is studied. The geometrical and physical 
properties of the tubes between two adjacent layer are varied, their radii or their Lamé coefficients, for 
instance. The reflection and transmission coefficients of the PCs are obtained by using the Fabry-Pérot 
method.The resonances of the structures are analyzed by means of the scattering matrix theory and the 
associated transition terms.     
Mots clefs : résonances, matrice de diffusion, diffusion multiple  
1 Introduction  
 
 Les résonances d’un milieu 2D à gradient de propriétés, composé de N réseaux linéaires infinis 
constitués de cylindres creux, élastiques, isotropes, périodiquement espacés d’une distance d, sont étudiées. 
Les propriétés géométriques et physiques dans un réseau sont identiques mais sont modifiées entre deux 
réseaux consécutifs. A écartement identique, noté D, entre deux réseaux, les études menées ont porté sur des 
variations du rapport b/a entre rayon interne et rayon externe, de la masse volumique et de la vitesse de phase 
des ondes longitudinales dans les tubes. Des réseaux de tubes en acier, de rapport b/a égal à 75/85 ont été 
choisis comme référence. Ils sont immergés dans un fluide (de l’eau) et remplis par le même fluide. Pour 
tous les types de réseaux considérés, les résonances sont analysées à partir du formalisme de la matrice de 
diffusion, notée S. Il nécessite le calcul des coefficients de réflexion et de transmission d’un réseau infini en 
utilisant la théorie de la diffusion multiple, puis ceux de N réseaux (identiques ou différents) en utilisant des 
séries de Debye [1]. Les valeurs propres de la matrice S permettent de définir des termes dits de transition 
qui fournissent les caractéristiques des résonances en fréquence et en largeur. Pour un tube seul, lorsque la 
fréquence varie la pression diffusée comprend un terme résonnant, qui se traduit par des pics ou des 
transitions brusques et un terme lentement variable dit de fond potentiel. Pour analyser correctement les 
résonances, il faut s’affranchir de ce fond potentiel. Pour un réseau de tubes, il est naturel de se poser la 
question de l’influence de ce fond potentiel sur le groupe de diffuseurs. Nous nous plaçons dans l’hypothèse 
où le fond à retirer est un fond potentiel rigide : c’est le signal qui serait diffusé si les tubes étaient rigides. 
On enlève globalement aux pressions diffusées par l’ensemble des N réseaux celles correspondant à N 
réseaux de tubes rigides. Dans le § 2, on rappelle les expressions des coefficients de réflexion et de 
transmission de N réseaux en présence de diffusion multiple ainsi que le formalisme de la matrice S. Dans le 
§ 3, des études paramétriques portant sur les variations (i) du rapport b/a entre 2 réseaux consécutifs, (ii) de 
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la masse volumique (iii) de la vitesse de phase longitudinale sont présentées. Le § 4 porte sur l’extraction du 
fond potentiel global pour N réseaux identiques. En conclusion, des perspectives à ce travail sont données. 
2 Rappels théoriques  
2.1 Diffusion multiple par N réseaux  
On considère d’abord un réseau constitué d’une infinité de tubes identiques de longueur infinie, de diamètre 
2a, disposés périodiquement avec une distance entre axes notée d et immergés dans un fluide où la vitesse de 
phase des ondes longitudinales est notée cF. Le même fluide remplit les tubes. On suppose également que le 
réseau est excité par une onde de pression plane incidente, de pulsation  , de nombre d’onde Fk c  , 
sous l’angle  caractérisant le mode incident   . Les coefficients de réflexion et de transmission dans 
l’ordre de diffraction  s’expriment  
R
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Les  représentent les coefficients de diffusion multiple. Ils s’obtiennent à partir des coefficients de 
diffusion simple Tn [2] pour un tube seul, et des séries de Schlömilch [3].  
Cn

Pour calculer les coefficients de réflexion et de transmission globaux de N réseaux, il faut avoir 
préalablement obtenu ces coefficients notés Rj et Tj (1<j<N) pour chacun des N réseaux pouvant avoir des 
caractéristiques différentes (rayon, masse volumique, vitesse de phase longitudinale). On peut « construire » 
les coefficients de réflexion et de transmission de j réseaux, R(j) et T(j) à l’aide d’une relation de récurrence 
faisant intervenir les coefficients de réflexion et de transmission de (j-1) réseaux, R(j-1) et T(j-1) quand 
l’onde incidente se propage suivant les x croissants, Rd(j-1) et Td(j-1) quand l’onde incidente se propage 
suivant les x décroissants et ceux d’un jième réseau, Rj et Tj. Entre les (j-1) réseaux et le réseau supplémentaire, 
existent des réflexions et transmissions multiples. En utilisant un modèle de type Fabry-Pérot ou les séries de 
Debye, on montre que les coefficients de réflexion et de transmission de j réseaux, R(j) et T(j) s’écrivent : 
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 où kD cosT 0    et . Ces relations sont valables dans les cas où les réseaux sont identiques 
(Rj=R1, ) où chaque réseau est lui-même un ensemble de sous-réseaux [1]. 
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2.2 Matrice S et termes de transition  
Vu l’épaisseur des tubes intervenant dans le problème, le choix d’un fond potentiel rigide [4] s’impose. Dans 
ce cas, les coefficients de diffusion simple (pour un tube seul), notés , s’obtiennent par le rapport des 
dérivées 
R
nT
    1Rn n nT J Hka ka  , où Jn est la fonction de Bessel et  1nH  la fonction de Hankel de 1ère 
espèce, toutes deux d’ordre n.  On peut ainsi obtenir les coefficients de réflexion et de transmission pour des 
réseaux de tubes rigides. Soit  S  la matrice de diffusion d’un réseau de tubes élastiques et  celle d’un 
réseau de tubes rigides. On peut montrer que ces matrices sont de la forme  
RS
R  T
S=
T  R
    , 
où R et T sont les coefficients de réflexion et de transmission et où les valeurs propres permettent de définir 
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les termes de transition  +,- = R T 1 2j  . En retirant le fond potentiel sur la diffusion globale S , on 
obtient une matrice de diffusion résonnante que l’on écrit    -1* RS = S S . A partir de ses valeurs propres, on 
définit des termes de transition notés . (*)+,-
3 Etude de réseaux à gradients de propriétés 
Les réseaux de référence sont constitués de tubes en acier avec les paramètres suivants : masse 
volumique    ρ =  7900 kg/m3, vitesses de phase longitudinale et transversale cL = 5790 m/s et cT = 3100 m/s, 
rapport b/a = 75/85. Ils sont immergés dans l’eau et remplis d’eau (masse volumique ρF = 1000 kg/m3, 
vitesse de phase cF = 1470 m/s). Le rapport d/a est égal à 2,647 et on a D/a = 3. Nous nous sommes intéressés 
à des structures à 3 et 10 réseaux présentant des gradients de propriétés géométriques ou physiques, en 
particulier des variations du rapport b/a, de la masse volumique et de la vitesse de phase des ondes 
longitudinales. Quand un paramètre varie, tous les autres sont ceux des tubes de référence. Dans chaque cas, 
les coefficients de transmission ont été tracés et comparés à celui obtenu pour  des réseaux identiques. L'onde 
incidente est envoyée sous incidence normale sur les réseaux et on considère que seul l'ordre 0 de diffraction 
est propagatif dans un réseau. Les résultats sont donc donnés dans une gamme de fréquence dont la limite 
supérieure est la première fréquence de coupure.   
3.1 Variation du rapport b/a 
Le rapport b/a de référence vaut 75/85. Quand tous les tubes des 3 réseaux ont ce b/a, le coefficient de 
transmission, tracé en noir (figure 1(a)) présente une bande interdite peu marquée centrée sur la fréquence 
réduite 1,1. De part et d'autre de cette bande interdite, on observe des oscillations apériodiques liées à des 
interférences entre les réseaux. On détecte par ailleurs des transitions brusques aux fréquences 0,25, 0,75 et 
1,6 attribuables à des résonances de tubes de la famille l = 1. Quand les 3 réseaux contiennent des tubes de 
rapports b/a différents, de plus en plus épais ou de plus en plus minces suivant le côté d'insonation (les 
résultats sont identiques), le coefficient de transmission, tracé en rouge pointillé (figure 1(a)), a une allure 
globalement analogue à celui de 3 réseaux identiques, mais on observe l'apparition de résonances 
supplémentaires. Elles sont liées aux réseaux de tubes de rapports b/a différents de celui de référence. On 
constate qu'il y a ouverture de bandes passantes très étroites dans le domaine fréquentiel où l’on observera 
une bande interdite lorsque le nombre de diffuseurs augmentera.  
.  
        (a)                (b) 
FIG. 1 (a) : Coefficient de transmission de 3 réseaux: en noir, b/a = 75/85 pour les 3 réseaux, en rouge, 
b/a=75/85, 73/85 et 71/85. (b) : coefficient de transmission de 10 réseaux, en noir, b/a = 75/85 pour les 10 
réseaux, en rouge, 70,5/85<b/a<75/85. 
Pour 10 réseaux, on a comparé le cas où les tubes de tous les réseaux ont un rapport b/a de 75/85 et celui où 
le rapport b/a varie entre 70,5/85 et 75/85 par pas de 0,5. La figure 1 (b) présente les coefficients de 
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transmission dans les deux cas. On observe sur les deux courbes une bande interdite bien marquée centrée 
sur 1,1 et des oscillations dans les bandes passantes de part et d'autre. Quand le rapport b/a varie, on visualise 
de plus des transitions brusques dans les bandes passantes, au nombre de 10. Elles sont liées à des résonances 
de tubes dans chaque réseau. Contrairement au cas de 3 réseaux, on n'observe pas nettement à cette échelle 
de résonances dans la bande interdite, mais en prenant un pas de calcul beaucoup plus fin, il est possible de 
détecter dix pics très fins d’amplitude unité.  
3.2 Triréseau avec variation de la masse volumique 
La masse volumique de référence pour un réseau de tube en acier est de 7900 kg/m3. Le coefficient de 
transmission pour 3 réseaux identiques avec cette valeur de référence a été tracé en noir continu sur les 
figures 2 (a) et (b), sur toute ou partie de la gamme de fréquence étudiée. On a superposé à ces tracés ceux du 
coefficient de transmission de 3 réseaux où les masses volumiques varient et valent 7900, 7500 et 7100 
kg/m3 , en rouge pointillé. Sur la figure 2 (a), il semble y avoir coïncidence quasi parfaite entre les tracés. Un 
agrandissement au voisinage d’une des fréquences de résonances de tubes (figure 2 (b)) montre qu’il y a 
triplement des résonances dans la diffusion globale, aux fréquences réduites 1,512, 1,527 et 1,541. On 
constate que la dernière résonance correspond à une résonance du réseau où la masse volumique vaut 7900 
kg/m3. 
        
                       (a)         (b)                   
FIG. 2: Coefficients de transmission de 3 réseaux identiques avec  (noir), de 3 réseaux avec 
 (rouge), (a) : entre 0,1 et 2,5, (b) : entre 1,5 et 1,56. 
37900 kg/m 
37900,  7500, 7100 kg/m 
3.3 Triréseau avec variation de la vitesse de phase longitudinale  
On a étudié un triréseau dans lequel les vitesses de phase des ondes longitudinales, cL valent 5790, 5500 et 
5000 m/s. La figure 3 (a) montre le coefficient de transmission de ce triréseau dans toute la gamme de 
fréquence, tracé en trait rouge pointillé. Il semble qu’il y ait superposition parfaite avec le tracé en trait noir 
continu du coefficient de transmission des 3 réseaux identiques. Un agrandissement sur la figure 3 (b) montre 
qu’il y a trois minima très rapprochés, aux fréquences réduites 1,44, 1,51 et 1,54. Le dernier coïncide avec 
celui qui est observable sur le tracé de la transmission par les 3 réseaux identiques où cL vaut 5790 m/s. Le 
minimum à 1,44 est associé à une résonance du réseau où cL vaut 5000 m/s et celui à 1,51 est associé à une 
résonance du réseau où cL vaut 5500 m/s. 
  
20ème Congrès Français de Mécanique                                                                  Besançon, 29 août au 2 septembre 2011 
     
                                        (a)                    (b)                   
FIG. 3: Coefficients de transmission de 3 réseaux identiques avec Lc 5790 m/s  (noir), de 3 réseaux avec 
 (rouge), (a) : entre 0,1 et 2,5, (b) : entre 1,4 et 1,6. Lc 5790,  5500, 5000 m/s
4 Extraction de fond potentiel 
Dans cette partie, nous étudions l’intérêt d’extraire un fond potentiel pour caractériser précisément les 
résonances [2]. Nous considérons ici 3 réseaux identiques où les paramètres ont leurs valeurs de référence. 
Sur la figure 4, sont tracés le coefficient de transmission et les termes de transition , sans extraction d’un 
fond rigide global. Les tracés des termes de transition présentent la juxtaposition de courbes monotones et de 
variations brusques au voisinage de celles apparaissant sur le coefficient de transmission. Ces tracés ne 
permettent pas de mettre clairement en évidence une des principales caractéristiques des résonances des 3 
réseaux, à savoir les largeurs à mi-hauteur.  
, T
 
FIG. 4 : Coefficient de transmission de 3 réseaux identiques (noir), transition  (bleu), transition T T  
(rouge), sans extraire de fond rigide.  
Sur les figures 5 (a) et (b), sont tracés les termes de transition (*) , T  pour trois réseaux ainsi que pour un 
réseau, avec extraction d’un fond rigide global, dans tout ou partie de la gamme de fréquence étudiée.  
On observe des pics attribuables à des résonances, d’après les études faites sur des tubes simples. Au 
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voisinage d’une résonance   *ka , 2 , les termes de transition présentent un pic d’amplitude 1 et de 
largeur à mi-hauteur  . C’est ce que l’on observe sur la figure 5 (b). Par ailleurs, quand on superpose  les 
tracés des termes de transition  pour un et trois réseaux (figure 5 (a)), on observe un triplement des 
résonances, en particulier entre dans la gamme de fréquence comprise entre 0,5 et 0,75. 
(*) , T
 
 
FIG. 5 : transition (trait rouge continu), transition (*)T (*)T (trait noir continu) pour 3 réseaux, transition 
(pointillés magenta), transition (pointillés bleus) pour 1 réseau, avec extraction d’un fond rigide 
global, (a) : entre 0,1 et 2,5, (b) : entre 0,77 et 0,79.  
(*)T (*)T
Conclusion 
Les études menées sur des réseaux présentant des gradients de propriétés, aussi bien géométriques 
qu’élastiques, montrent que ceux-ci induisent des démultiplications des résonances par rapport au cas où tous 
les réseaux sont identiques. Les résonances liées aux variations d’épaisseur des tubes se retrouvent non 
seulement dans la bande interdite mais également de part et d’autre de cette bande. Les résonances liées aux 
variations de la masse volumique se retrouvent autour des résonances de tubes qui sont elles-mêmes hors de 
la bande interdite. Les résonances liées aux variations de la vitesse des ondes longitudinales sont quant à 
elles localisées autour de la bande interdite. Quand au problème du retrait du fond potentiel, l’état actuel de 
nos études montre que selon le domaine fréquentiel on peut mettre en évidence de courbes de résonances 
plus ou moins nette. Une étude plus approfondie mérite d’être menée dans ce sens. L’étude des propriétés de 
focalisation des ondes sonores nécessite des réseaux à gradient de propriétés [5]. Les caractéristiques 
résonnantes, très mal connues à l’heure actuelle de ces réseaux, pourraient à terme fournir des informations 
complémentaires.  
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